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Problema di Chern-Yamabe
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Allo scopo di trovare metriche �canoniche� su varietà complesse, eventualmente
non Kähleriane, introduciamo un analogo Hermitiano del problema di Yamabe.

Su una varietà complessa compatta Xn, �ssiamo una classe conforme {ω} di
metriche Hermitiane. Ci chiediamo se esiste ω′ ∈ {ω} con curvatura scalare rispetto
alla connessione di Chern SCh(ω′) costante. Studiamo lo spazio dei moduli

ChYa(X, {ω}) :=
{
ω′ ∈ {ω} : SCh(ω′) è costante

}/
GX({ω}) ,

dove GX({ω}) denota il prodotto del gruppo dei biolomor�smi di X che preservano
la classe conforme {ω} per il gruppo R+ delle omotetie.
Il problema si riduce a risolvere un'equazione non lineare di tipo Liouville:

∆Chu+ S = λ exp(2u/n).

Infatti, se S = SCh(ω), allora ω′ = exp(2u/n)ω ha curvatura scalare di Chern
costante uguale a λ. Con opportune normalizzazioni, λ corrisponde al grado di
Gauduchon ΓX({ω}). Con tecniche analitiche standard, dimostriamo il seguente.

Teorema. Sia X una varietà complessa compatta e sia {ω} una classe conforme di
metriche Hermitiane su X. Se ΓX({ω}) ≤ 0, (ad esempio, se X ha dimensione di
Kodaira non negativa,) allora ChYa(X, {ω}) = {p}.

Diversamente dal classico problema di Yamabe, il problema non ha, in generale,
una struttura variazionale: ciò accade solamente quando la classe conforme ammette
come rappresentante una metrica bilanciata (nel senso di Michelsohn).
Nel caso di curvatura positiva, in generale, non si ha unicità, come segue da

argomenti di teoria della biforcazione.
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